Analisis de la consistencia dinamica de algunos modelos meteorolégicos en

coordenadas generalizadas
Marco A. Ntiiez

Departamento de Fisica, Universidad Auténoma Metropolitana Iztapalapa, A. P. 55-534,

C.P. 09340, Distrito Federal, México. e-mail: manp@xanum.uam.mx

Resumen

Los modelos computacionales para flujos atmosféricos de mesoescala, se han convertido en una
valiosa herramienta para el andlisis meteorolégico operacional y para estudios que requieren de la
estimacién de campos meteorolégicos como los estudios de calidad del aire, andlisis climatolégicos,
y el estudio del balance hidrico en cuencas. Sin embargo, tales modelos no estin exentos de
inconsistencias dindmicas. En este trabajo damos ejemplos explicitos de las inconsistencias en
diferentes versiones del llamado modelo MM5. Los resultados muestran que ninguna de las versiones
de dicho modelo, es dindmicamente consistente, por lo que los resultados obtenidos a la fecha con

dicho modelo, deben revisarse con ecuaciones dindmicamente consistentes.

1. Introduccién

Diversos trabajos se han dedicado al desarrollo y andlisis de las ecuaciones de movimiento en
coordenadas de interés meteoroldgico entre las que destacan las formulaciones que usan proyecciones
conformes de la esfera terrestre en un plano [1]-[7]. Modelos conocidos por sus siglas en inglés
como MM5, WRF, RAMS, usan proyecciones en las ecuaciones hidrodinamicas. Sin embargo, la
imposibilidad de obtener en general soluciones exactas de tales ecuaciones, ha limitado el andlisis de
su consistencia dindmica. Esto ha motivado estudios [8]-[10] donde se muestra que las ecuaciones de
movimiento de algunos modelos computacionales de mesoescala tienen inconsistencias o son validas
en una regién pequena. Entre los modelos estudiados y que presentan limitaciones en su rango de
validez tenemos los modelos RAMS [11], HOTMAC [12] y ARPS[13]. Los objetivos del presente
trabajo son: (i) Dar formulaciones dindmicamente consistentes de las ecuaciones de movimiento
en coordenadas de proyeccién. (ii) Usar soluciones lagrangianas de las ecuaciones propuestas y
aquellas usadas por el modelo MM5 en sus diferentes versiones [14]-[17], para analizar y cuantificar
el efecto directo de las inconsistencias dinamicas en dicho modelo. Los resultados demuestran que
las inconsistencias generar errores significativos que invalidan el uso de las diferentes versiones de

MMB5, para el analisis operacional y otros estudios.

2. Ecuaciones de movimiento en coordenadas de proyeccion

Una forma de considerar la curvatura terrestre en las ecuaciones de movimiento consiste en
usar proyecciones. Dado que las proyecciones se definen a partir de las coordenadas geogréficas
comenzaremos con la definicién de estas tltimas. Consideremos un sistema de referencia primario
Y con el plano Y'Y ?2 sobre el ecuador y cuyo eje Y2 coincide con el eje de rotacién terrestre. Las

coordenadas esféricas estan dadas por las ecuaciones de transformacion

Y1 =rcospcos A Y? = rcospsin A Y3 =rsing , (2.1)



Sustituyendo en el vectror de posicién de una particula de fluido
R=Y" ?2 =7 [cos ) (cos Y 1+sin A ?g) + sin ¢ \73} (2.2)

obtenemos los factores métricos hy = rcos¢, hy = r, h, = 1, y la relacién siguiente entre los

vectores tangentes unitarios A, ¢, T, y los vectores base del sistema primario

A Y! —sin A cos A 0
é | =R[ ¥2 con R= | —singcos\A —singsin\ cos¢ | . (2.3)
T Y3 cos¢pcosA  cosgsin A sing

Las proyecciones generan coordenadas curvilineas ortogonales x,y,%, que llamaremos coorde-
nadas de proyeccion y que definiremos como sigue. Denotemos el radio terrestre por r = a. La
proyecciéon de un punto en la esfera terrestre (A, ¢,r = a) es un par de coordenadas cartesianas

Zp, Yp dado por un par de ecuaciones

zp = xp(A, @) Yp = Yp(X, 9). (2.4a)

Suponemos que el centro (A, ¢.,r = a) de la regién de interés se proyecta en el origen del sistema

TpYp,
Tp ()‘C) Qsc) =Y ()‘67 d)c) =0. (24b)

Si un punto en el espacio tiene coordenadas esféricas (A, ¢,r), sus coordenadas de proyeccion son

la triada (xp, yp, 2p) definidas por (2.4a) y la coordenada ”vertical”
Zp =T — a. (2.4¢)

Dado que las proyecciones usadas en meteorologia son conformes el sistema x,y,%, es curvilineo
ortogonal. Para obtener las ecuaciones en coordenadas x,, ¥y, 2p, Usamos las expresiones en coor-
denadas esféricas s' = ), s2 = ¢, s® = r. Usando la notacién §' = X 8t = (Z‘), §' =T, la relacién
(2.3) toma la forma

§ =Ry Y (2.5)

1
p

de las coordenadas z;, implica que los vectores unitarios

Para simplificar las expresiones usaremos la notacion z;, = xp, :z?, = Yp, a:f, = 2. La ortogonalidad

Xt R .
sl P 1 R )
X, = oy con X,, = —axé, hpi = [|x5]| - (2.6)
forma una base ortonormal, por lo que podemos escribir
X, = T,;8' (2.7)

donde Tj; es una matriz de rotacién. En los casos que nos interesan, 7' define una rotacion de st

y §2. Por lo que dicha matriz tiene la forma

7 Ty O
0 0 1



Para comparar con la expresiones reportadas en la literatura usaremos la notacion siguiente X, = 5(11),

Vp = )“(Z, Z, = )”(I?;, ha = hp1, hy = hpa. Usando (2.7), (2.8), obtenemos la relacién entre componentes
de la velocidad relativa a la tierra v = usj\ + Us&’ + wet = upXy + V¥, + wpy, a saber,

us = upTh — v, vs=uple + v, ws=w, . (2.10)

Con lo anterior es facil ver que las ecuaciones de movimiento en coordenadas de proyeccién son

du,, 1 0Op us tan ¢ UpWp
=z 2 = e — ew, T} — 2.11
dt + hzp Oxy “p <f+ a +& Wil a (2.11)
dv, 1 Op us tan ¢ UpWyp
bt T s T, —
it oy, Up <f + +& | +ewp T
dw, 1 3dp u2 + v2
bt ' — T — o)+ -2 P
dt +p82p+g e (upTh = vpT2) + a

donde usamos la notacién & = 1Ty — ToTy, T = dT;/dt, e = 2Qcos ¢, f = 2Qsin¢. Para detalles
ver [8]-[10].
3. Incongruencias obvias entre versiones diferentes del modelo MM5

En esta secciéon veremos brevemente las ecuaciones de movimiento reportadas en versiones

diferentes de modelo MMS5. Los resultados de esta seccién son los siguientes:
(i) Documentaciones de versiones diferentes, reportan ecuaciones de movimiento diferentes.
(ii) El sentido comin nos dice que al menos una de las versiones es incorrecta.

(A) La documentacién de MM2 versién 2, hace referencia al articulo [14] donde se reportan las

ecuaciones siguientes para un flujo bidimensional un plano cartesiano xz:

- - N g - 1
e T il L 1)
+p"(Fu+ Dy + Py + Cy)
ap*U _ 8p*u'l} B ap*O"U B § - .
ot ox 90 " (u—ug) +p*(Fy+ Dy + P, + Cy)

con A, =p*(F,+D,+P,+Cy), Ay = p*(F,+D,+ P,+C,), donde F, D, P, C, R son "horizontal
eddy diffusion”, ”horizontal fourth order smoothing”, ”vertical eddy flux convergence”, ”cumulus

transport term”, and ”radiative heating”.

Las ecuaciones (3.1) s6lo modelan flujos bidimensionales y son vélidas en un intervalo horizontal
no mayor a 200 km [8]-[10]. Extranamente, tales ecuaciones se usaron en la referencia [25] para

modelar sobre un intervalo horizontal de 600 km.
(B) Las ecuaciones reportadas en la documentacion de MM5 versién 2 [15] son

du, 1 0p UpWp

om
it S ) - Dy,

7 +p8:cp Up <f+up8y> ewp, +

dv, 1 0p om UpWp

— = = - — | - D, 2

dt+p8yp up<f—i—upay> P (3.2)
dw, 1 0p u2 + v
= - = Dy,
0t +p3zp+g eup + +



donde m es el "map-scale factor”, e = 2Q cos ¢, f = 2Qsin @, ¢ es la latitud, « = X — A., A es la
longitud y M. es la longitud central.

(C) Las ecuaciones reportadas en la documentaciéon de MM5 versién 3 [16] son

du m Op om om UpW

dif—i-;a—% = Up(f—i-up%—vp%)—ewpcosa— pap—i-Du

dv m Op om om . VpW

Wty = (I gy gy ) Femsna= S0 69
d 10 uz + v7
%—F;TQ—FQ = e(upcosa —vpsina) + L—2> + Dy,

Las diferencias obvias entre las ecuaciones (3.2) y (3.3) nos dicen que al menos un conjunto de
ecuaciones es incorrecto. Como veremos mas adelante, ninguno de los conjuntos de ecuaciones es

correcto.

4. Comparacion entre las ecuaciones (2.11) y (3.3)

En esta seccién compararemos las ecuaciones (3.3) de MMS5 versién 3 con las ecuaciones (2.11),

para las proyecciones de Lambert y Mercator.
4.1 La proyeccién de Lambert reportada en [17] es
xp = Rs(¢)sin(ka) y, = —Rs() cos(ka) (4.1a)

con Ry(¢) = (amcos @) /k, m = [tan B/ tan B1]" cos ¢,/ cos ¢, B = 271 (90° — ¢), By = 271 (90° — ¢, ),

log [cos ¢, / cos ¢s]

k= . 4.1b
log oan (/4 — 61/2) [ tan (x4 /2] )
(A) Con algunas manipulaciones algebraicas las ecuaciones (2.11) toman la forma
du m Op om om UpW
#4_;87% = vp <f—i—upayp—vpaxp>—ewpcoska—2p
dv m Op om om . VpW
@ ooy T M <f Ty, a) ~ ewpsinka == (42
d 10 u? + v?
%+;6—2+g = e(upcoska+vpsinka)+%

(B) De acuerdo con (3.3) y haciendo D,, = D, = D,, = 0, las ecuaciones de MM5 versién 3 son

du m Op om om UpW
ot T poa, — (f+upéh;_vpaa:> —ewpeosa— =
dv, — m Opp om om . UpWyp
L am _ gy, _ % 43
at o, oy up | f+up oy U + ewp, sin o . (4.3)
d 10 u +v2
;U:+pz,3];l,j+g = e(upcosa—vpsina)%—%.

Las diferencias entre (4.2) y (4.3) son obvias. Los ejemplos numéricos demuestran que: Las ecua-
ciones (4.3) de MM3 son incorrectas. De hecho, no pueden reproducir los movimientos inerciales en
ausencia de un campo de presion, los cuales son los movimientos mas elementales de una particula

atmosférica.



4.2 La proyeccién de Mercator reportada en [17] es
Tp = ao yp = aln|(1 +sin¢)/ cos ¢]. (4.4)

(A) Las ecuaciones (2.11) toman la forma

duy ~mop, om om UpWp
@ oo, — Ty Tty ) e
dv, mOp, om om UpWp
e L < S e 45
dt + Pp OYp up \ f+up dy R r (4.5)
dw, 1 0pp B u]% + Uf,
W + pipaizp + g = eup + , .

(B) De acuerdo con (3.3) y haciendo D,, = D, = D,, = 0, las ecuaciones de MM5 versién 3 son

du m Op om om UpW
@t pyom, T (7w — gy ) —eupeosa— 2212
dv, mp om om . Upw
RS I (R B O RSt ST
d 10 u2+1)2
% %(92;’4—9 = e(upcosa —vpsina) + pa 2,

Nuevamente, las ecuaciones (4.5) y (4.6) son diferentes.

Hay dos métodos para mostrar que las ecuaciones (4.2), (4.5), obtenidas de (2.11), son correctas:
(i) Revisando cuidadosamente la deduccién de las ecuaciones (2.11).

(ii) Resolviendo las ecuaciones (4.2), (4.5), y comparando con los resultados obtenidos al resolver las
ecuaciones en coordenadas esféricas. En efecto, las solucién no puede depender de las coordenadas

usadas!

En la seccién siguiente compararemos las soluciones numéricas que dan las ecuaciones (4.2),
(4.3), para la proyeccién de Lambert, con las soluciones de las ecuaciones en coordenadas esféricas.
Los resultados muestran claramente que las ecuaciones (4.3) de MM5 no reproducen los resultados
esperados, peor atn, las ecuaciones (4.5) de MMb5 no conservan la energia ni momento angular
(cuando dichas cantidades son constantes de movimiento) como resultado de sus inconsistencias.
De estos resultados podemos decir que las ecuaciones (3.3) de MMS5 versién 3 son dindmicamente

inconsistentes y las ecuaciones (3.2) de MM5 versién 2 son més inconsistentes atn.

5. Ejemplos numéricos

En esta seccién resolveremos las ecuaciones en coordenadas esféricas

du UV UgW . 1 10p
dts — “; ® tan ¢ + Sr 2 — 20w, sin ¢ + 2Qwg cos ¢ = _rcosd>;a
d t 110
;ts u? afgi) + 08:}5 + 20 sin ¢ + Q%7 cos sin g = —;Ea—z (5.1)
d 2 2 10 R2
ws—u5+vs—2Quscos¢—92rcos2¢:—f—p —g —= .
dt r por r2
junto con las ecuaciones correspondientes a las velocidades
; Us y Vs .
N = s = 5.2
rcos¢o ’ ¢ r o T W (5:2)



para un campo de presién dado p (A, ¢,r,t) y una densidad constante. En este caso las ecuaciones
(5.1), (5.2), constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que se
resuelve facilmente con el método de Runge-Kutta de cuarto orden. La precisién de la solucién

numérica se comprueba verificando que:
(i) La energfa se conserve cuando p no depende explicitamente del tiempo.
(ii) El momento angular se conserve cuando p s6lo depende de ¢.
(iii) La solucién numérica no cambie al reducir el paso de integracion.
Tomaremos la solucién de (5.1), (5.2), como la solucién verdadera ya que: La solucion de las

ecuaciones de movimiento dadas por la Sequnda Ley de Newton, estd univocamente determinada

por las condiciones iniciales de cada particula de fluido y no depende del sistema de coordenadas.

Las ecuaciones en coordenadas de proyeccién (2.11), (3.3), se completan con las ecuaciones de

las velocidades generalizadas
Tp = yp:h—, Zp = wp (5.3)

con las cuales obtenemos un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales de primer orden, cuya

solucion estd univocamente determinada por las condiciones iniciales de una particula de fluido.
Los ejemplos que daremos se obtienen resolviendo los conjuntos de ecuaciones siguientes

(A) Ecuaciones en coordenadas esféricas (5.1), (5.2).
(B) Ecuaciones para la proyeccién de Lambert (4.2), (5.3).

(C) Ecuaciones para la proyeccién de Lambert del modelo MM5 (4.3), (5.3).

La proyeccién de Lambert se calcula con la latitudes de referencia: ¢, = 100, ¢ = 40°.

En cada uno de los ejemplos usaremos las condiciones inicales:
M0)=0, us(0)=vs(0)=20ms™", 2z (0)=100m .

Lo tinico que variaremos es la latitud inicial y el gradiente de presién.

Las ecuaciones se integran con el paso de tiempo At = 3.6 s.

Considerando una velocidad promedio (v, (0)) = 20 ms™!, el paso de tiempo equivale a un paso
promedio de 76 m en la direccién de un meridiano. Esta resolucién espacial es verdaderamente
pequena, en la actualidad ningun modelo de mesoescala resuelve las ecuaciones hidrodindmicas
con esta resolucién espacial. Por lo que es de esperarse que las diferencias entre los resultados de
las ecuaciones en coordenadas esfaricas y las de MMS5 version 3, sean aun mayores con las mallas

usadas en el modelo.
Ejemplo 1. Figuras 1-3 dan resultados con ¢ (0) = 45°, Vp = 0.
Observamos lo siguiente:

(i) Las graficas dadas por las ecuaciones (5.1), (5.3), no se distinguen de las gréficas dadas por las

ecuaciones (4.2), (5.3), por lo que estas tltimas se omiten.



(ii) Las diferencias observadas en las Figuras 1, 2, 3, son claras. Aunque las diferencias en las
graficas de ¢ y A, son ”pequenas”, la Figura 3 con la proyeccion de la trayectoria en el plano A¢
indica que tales diferencias son importantes. En efecto, basta con multiplicar por 111 km/1°, para

obtener las diferencias en una escala de km.
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Figure 1: Variacion temporal de la latitud ¢ para Ejemplo 1.
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Figure 3: Proyeccién en el plano A¢ de la trayectoria de un particula de fluido para Ejemplo 1.

Ejemplo 2. Figuras 4—7 dan resultados para ¢ (0) = 45%, p = po + upep1, con pg = —gp (zs — H),
pe = 10°Nm =2, H = 10 km, p = 1073, p; = —p[xs cos(d) + ys sin(6)] + sin(zs) sin(ys), 6 = 45,
Ts = WA, Ys = wo, w = 3.247124.

Observaciones:

(i) Las graficas dadas por las ecuaciones (5.1), (5.3), no se distinguen de las gréficas dadas por las
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Figure 4: Variacion temporal de la longitud A para el Ejemplo 2.

ecuaciones (4.2), (5.3), por lo que estas ultimas se omiten.

(ii) Las Figuras 4, 5, 6, muestran diferencias claras en ¢ ~ 4h. A partir de este instante, las
diferencias crecen significativamente. Esto se refleja en la proyeccién de la trayectoria en el plano
\¢, dada en la Figura 7. Si multiplicamos por 111 km/1" la escala de la Figura 7, es claro que los
resultados dados por MM5 carecen de sentido.

6. Conclusiones

(i) Hemos reportado ecuaciones de movimiento (2.11) cuya solucién coincide con la dada por (5.1),
(5.3), por lo que son dindmicamente consistentes.

(ii) Versiones diferentes del modelo MM5, usan ecuaciones diferentes. Aunque las ecuaciones de
MMS5 versién 3 son las més parecidas a las ecuaciones (2.11), dichas ecuaciones no pueden reproducir
la soluciéon dada por las ecuaciones en coordenadas esféricas en los casos mas elementales, por lo
que podemos suponer que la versién 2 [Ecs. (3.2)] dard peores resultados.

(iii) Queda a la comunidad elaborar sus conclusiones sobre el uso que se ha hecho de un modelo
cuya formulacién tedrica no puede reproducir los movimientos (inerciales) mas elementales de una

particula atmosférica.

= = = MMS5 Lambert
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Figure 5: Variacion temporal de la componente us de la velocidad para el Ejemplo 2.
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Figure 6: Variacion temporal de vs Ejemplo 2.
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Figure 7: Proyeccién en el plano A¢ de la trayectoria de un particula de fluido para el Ejemplo 2.
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